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En el presente estudio se documentan las caracter´ısticas que tiene la resolucio´n de
problemas, de bu´squeda de relaciones, con el uso de geometr´ıa dina´mica. Un pro-
blema sirve de plataforma para que los estudiantes visualicen, construyen conjeturas
y utilicen argumentos para validarlas.
1. Presentacio´n de la actividad
Considera una circunferencia con centro en O y radio arbitrario. Sea P un punto en el
plano y R un punto sobre la circunferencia. Se traza el segmento PR y la recta que pasa
por O y R. Se construye la mediatriz del segmento PR. Sea S el punto de interseccio´n
del segmento PR y la recta que pasa por los puntos O y R. ¿Cua´l es el lugar geome´trico
de S cuando R se mueve alrededor de la circunferencia?
2. Ana´lisis de la actividad
La comprensio´n del problema, que se plantea en un contexto puramente matema´tico,
implica identificar las variables. En ese sentido, el resolutor debe observar que la variable
independiente es la posicio´n del punto P, y la forma que tiene el lugar geome´trico que
deja S cuando R se mueve sobre la circunferencia. El problema consiste en identificar
la variacio´n de la forma de este lugar geome´trico respecto a las distintas ubicaciones del
punto P (interior, exterior o frontera).
El uso de software coadyuva considerablemente en la solucio´n del problema. Es posible
hacer una construccio´n en las condiciones estipuladas en el enunciado, empleando algunas
de las caracter´ısticas notables del software como el arrastre, la traza y el lugar geome´trico.
En tal contexto, se pueden emprender las siguientes actividades:
Se deja fijo el punto P y se arrastra el punto R.
Se construye la traza (o el lugar geome´trico) del punto S cuando R se mueve sobre
la circunferencia.
Cuando el estudiante construye la traza o el lugar geome´trico que deja el punto S,
debe identificar la forma del lugar que resulte. Posteriormente, debe argumentar por
que´ la solucio´n es una elipse, circunferencia, hipe´rbola o para´bola.
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Se puede analizar que´ ocurre con el lugar geome´trico para casos especiales del punto
P . Por ejemplo, explorar el lugar geome´trico que deja S cuando P esta´ en el centro
de la circunferencia, sobre la circunferencia o en el exterior de e´sta.
El manejo de Cabri en la solucio´n de problemas, ayuda al estudiante a sustentar sus
afirmaciones, v´ıa el uso de diferentes recursos matema´ticos. Desde esta perspectiva, la
actividad intenta establecer un “puente ”entre la visualizacio´n y la argumentacio´n de las
ideas matema´ticas.
Los pre-requisitos: definicio´n de mediatriz, definicio´n de cada una de las co´nicas, criterios
de congruencia de tria´ngulos. Si el estudiante quiso recurrir a Cabri en la solucio´n del
problema, deb´ıa manejar las herramientas ba´sicas del software como el arrastre, la cons-
truccio´n de trazas y lugares geome´tricos, la verificacio´n de propiedades, la medicio´n, y el
uso de la calculadora que tiene el software.
Los procesos del pensamiento matema´tico: la visualizacio´n, la particularizacio´n, el estudio
de casos especiales, la construccio´n de conjeturas, la argumentacio´n y la demostracio´n.
Contenidos involucrados en la solucio´n del problema: la definicio´n de las co´nicas, la
variacio´n desde la perspectiva geome´trica.
3. El contexto de las entrevistas
Se presento´ a los estudiantes una construccio´n y se realizo´ la entrevista, de acuerdo con
unas preguntas previamente establecidas.
De grupo que curso´ geometr´ıa euclidiana, en la carrera de Matema´ticas aplicadas (20 de
estudiantes en total), se presentaron seis voluntarios para una entrevista; se selecciono´ a
tres de ellos, luego de revisar los reportes escritos y las videograbaciones de clase. La
eleccio´n se concreto´ tomando en cuenta los siguientes criterios: un estudiante que resuelva
los problemas con la´piz y papel, y use la tecnolog´ıa para comprobar las soluciones; uno
que obtenga parte de la solucio´n con la´piz y papel y el complemento con tecnolog´ıa y uno
ma´s que prefiriera sustentar sus ideas matema´ticas con el apoyo de e´sta.
El entrevistados expuso el problema en el pizarro´n y los estudiantes iniciaron la solu-
cio´n. Las entrevistas se realizaron por separado, en sesiones de 90 minutos cada una,
aproximadamente.
Cada sesio´n fue video-grabada. Los alumnos pod´ıan utilizar el pizarro´n, la´piz y papel o
Cabri. La computadora dispuesta para las entrevistas se conecto´ a un can˜o´n para que
la ca´mara pudiera filmar el proceso de solucio´n. El estudiante eligio´ las herramientas a
utilizar.
En la entrevista se siguio´ un protocolo previamente preparado, con base en la solucio´n de
la actividad (ver anexos) y en el conocimiento de algunas caracter´ısticas del pensamiento
matema´tico de los participantes, como la argumentacio´n de las ideas matema´ticas, la
bu´squeda de patrones, la construccio´n de conjeturas y el manejo de la tecnolog´ıa para la
resolucio´n de problemas.
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4. El ana´lisis de las entrevistas
4.1. Entrevista a Perla
Este apartado corresponde a la solucio´n que, desarrollo´ Perla acerca del problema plantea-
do en la entrevista. La alumna fue seleccionada porque en las tres primeras actividades,
que integran el presente estudio, respaldo´, generalmente, sus argumentos matema´ticos con
el uso del la´piz y del papel, complementa´ndolos con el uso de la tecnolog´ıa.
Perla se aboco´ en sus reflexiones iniciales a entender el problema; construyo´ sobre el
pizarro´n una gra´fica semejante a la siguiente:
La alumna pone en pra´ctica la estrategia heur´ıstica de hacer los trazos que indica el enun-
ciado del problema, para posiciones espec´ıficas del punto R. Durante el proceso dibujo´ una
circunferencia y dos puntos: O (centro) y un punto P en el interior del c´ırculo. Decidio´ de-
jar fijos este par de puntos. Dibujo´ un punto R. Construyo´ el punto S que resulta de la
interseccio´n entre la recta OR y la mediatriz al segmento PR. Dicha operacio´n la repi-
tio´ cinco veces para diferentes ubicaciones del punto R. Dibujo´ una curva que une los
puntos de interseccio´n de la mediatriz con la recta que pasa por el centro de la circunfe-
rencia. A continuacio´n se presenta interaccio´n con el entrevistador:
Entrevistador: ¿Que´ esta´s haciendo?
Perla: Estoy cruzando ma´s o menos co´mo quedar´ıa el lugar geome´trico; quiero ver que´ pa-
sar´ıa... ¿Es una elipse?
Entrevistador: ¿Me esta´s preguntando? O ¿Esta´s afirmando?
Perla: Estoy afirmando
Entrevistador: ¿Co´mo podemos estar seguros de que eso es una elipse? Porque ya lo dijiste
muy segura.
Perla: Pues... porque aparenta
Entrevistador: Aparenta ser una elipse.
Hasta ese momento la estudiante hab´ıa entendido el problema. En la etapa inicial cons-
truyo´ un bosquejo gra´fico y percibio´ que el lugar geome´trico buscado era una elipse,
aunque no parec´ıa estar muy convencida. En esta primera aproximacio´n, la estudiante
empleo´ las ideas clave del problema reflexiono´ sobre las diferentes condiciones: un punto
R mo´vil; un punto P fijo para tratar de hacer un bosquejo del lugar geome´trico, solicitado
en el problema. Aqu´ı, la visualizacio´n juega un papel central.
El entrevistador le sugirio´ a Perla que construyera una figura donde no se vieran los trazos
auxiliares. La alumna construye la siguiente figura:
En el pro´ximo episodio, el entrevistador la cuestiona sobre la conjetura de que el lugar
geome´trico que dejo´ el punto S es una elipse:
Entrevistador: Entonces lo que se quiere es que tu´ nos justifiques, si quieres hacer una
demostracio´n o lo que quieras hacer, para que nos convenzas que eso es una elipse, ¿Co´mo
nos puedes convencer que esa curva es una elipse?
Perla: Desde cualquier parte que este´ R siempre tiene los mismos focos, yo nombrar´ıa
focos a O y a P
Entrevistador: Entonces ¿que´ se cumple?
Perla: Que en cualquier lugar que este R, O y P siempre permanecen en el mismo lugar
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y ser´ıan los focos de la elipse.
Entrevistador: ¿Que´ condicio´n se debe cumplir para que la figura sea una elipse?
Perla: De que la distancia OS ma´s la distancia SP es constante.
Entrevistador: La distancia OS ma´s SP es constante, y eso ¿Lo puedes probar?
Perla: ¿Con medidas?
Entrevistador: No, digo demostrar.
Perla: ¿Demostrarlo? As´ı como lo estoy haciendo, ¿no?
Entrevistador: Como prefieras.
Perla: S´ı,
Entrevistador: Entonces ¿que´ vas a hacer?
Perla: Utilizar Cabri.
Del ana´lisis de este episodio se pueden hacer dos observaciones: Perla conoc´ıa la definicio´n
de elipse y la pudo incorporar a la solucio´n del problema. La estudiante tiene la creencia
de que la demostracio´n de una propiedad geome´trica se puede hacer a partir de medidas
espec´ıficas y en el proceso incorporo´, voluntariamente, Cabri como una herramienta de
validacio´n de sus ideas.
Perla manejo´ Cabri para hacer una construccio´n con las condiciones del enunciado del
problema. Posteriormente, dibuja el lugar geome´trico del punto S cuando el punto R
se mueve alrededor de la circunferencia. A continuacio´n midio´ los segmentos OS, SP y
calculo´ la suma del par de segmentos. Arrastra el punto R y observa que el resultado de
la suma es constante.
A continuacio´n se muestran dos gra´ficas: una fotograf´ıa del original (izquierda) y una
reconstruccio´n en Cabri (derecha). La reconstruccio´n se hizo con medidas diferentes a las
usadas originalmente por la alumna. La nueva figura puede ayudar a entender el proceso
de solucio´n de Perla.
Haciendo una construccio´n en Cabri para darle seguimiento a una conjetura El entre-
vistador desea profundizar en la creencia que tiene Perla sobre la demostracio´n. En el
contexto, propicia la siguiente interaccio´n:
Entrevistador: ¿Y para que´ los mediste?
Perla: Para ver si es constante y se forma la elipse; para demostrar si es elipse. Y... si
es.
Entrevistador: ¿Por que´?
Perla: Porque aunque mueva la R, la suma de los dos de OS y PS es constante.
Entrevistador: ¿ Y do´nde esta´s viendo que es constante?
Perla: Aqu´ı (sen˜alando sobre la pantalla el lugar donde realizo´ la suma)
Entrevistador: ¿ Y eso ya es una demostracio´n?
Perla: S´ı
El episodio constituye una evidencia ma´s de que Perla uso´ los recursos y estrategias que
tiene el software, para justificar sus ideas matema´ticas. Desde el punto de vista de la
estudiante, el proceso realizado en Cabri es una demostracio´n.
En otro momento de la entrevista, se le pregunto´ por el lugar geome´trico que deja el punto
S cuando P esta´ muy cerca del centro y R se mueve alrededor de la circunferencia. Perla
80
Resolucio´n de Problemas de co´nicas
contesto´ que es una circunferencia y, posteriormente, arrastro´ el punto P hasta un lugar
pro´ximo al punto O, como se muestra en la siguiente figura:
Ma´s adelante, se le propuso que imaginara el lugar geome´trico de S cuando P esta´ fuera
de la circunferencia. Se transcribe el dia´logo:
Entrevistador: Bueno, entonces podr´ıa ser elipse o podr´ıa ser una circunferencia; ahora te
pregunto ¿que´ pasa si P ya no esta´ dentro? ¿Que´ pasa si P esta´ afuera? ¿Te lo imaginas?
Perla: ¿Si P estuviera fuera de la circunferencia?. No.
Entrevistador: No, bueno, ¿Que´ esperas?
Perla: No... ¿Lo hago en Cabri?
Entrevistador: Como prefieras.
Con esta evidencia se concluye que la estudiante visualizo´ el lugar geome´trico solicitado y
que no hizo casos particulares para realizar un bosquejo gra´fico en el pizarro´n. Posterior-
mente, hizo la construccio´n en Cabri y a partir de la forma de la gra´fica, conjeturo´ que el
lugar geome´trico es una hipe´rbola. Perla dio muestras de manejar la definicio´n de hipe´rbo-
la y de incorporarla a la solucio´n del problema. En el proceso de justificacio´n de la nueva
conjetura, utilizo´ un procedimiento ana´logo al caso de la elipse.
Construyo´ la conjetura que la para´bola se genera cuando el punto P esta´ sobre la circunfe-
rencia. En este contexto, la alumna lleva el punto P a un lugar cercano de la circunferencia
y luego redefine P sobre la circunferencia.
Entrevistador: Bueno, ahora otra pregunta, esta ya es la final, ya generaste la circunfer-
encia, la elipse, en alguna parte estar´ıa la para´bola? ¿Podr´ıas generar la para´bola?
Perla: ¿Moviendo a P sobre la circunferencia?
Entrevistador: ¿Me preguntas?
Perla: ¿Puede ser que ah´ı este´ la para´bola, no?
Entrevistador: Pues a ver...
Perla: (Redefine el punto P sobre la elipse)
Se presenta una fotograf´ıa del trabajo de Perla en esta parte de la solucio´n:
En dicha interaccio´n, el uso del Cabri le permitio´ encontrar que el lugar geome´trico que se
genera, en este caso es un punto y no una para´bola, como estaba esperando. Nuevamente,
la alumna uso´ el Cabri como herramienta de validacio´n o de refutacio´n de sus conjeturas.
4.2. Entrevista a Vanesa
En esta etapa se presenta la entrevista que se le realizo´ a Vanesa. El criterio para se-
leccionarla se baso´ en que en las tres primeras actividades, que conforman el estudio,
respaldo´ sus argumentos matema´ticos con el uso de la tecnolog´ıa.
Entrevistador: ¿Co´mo podr´ıas resolver el problema?
Vanesa: Vie´ndolo en computadora
Entrevistador: Ah! ¿No lo puedes hacer en el pizarro´n?
Vanesa: Pues es que s´ı, pero... al momento en que se muevan los puntos...
Entrevistador: ¿Entonces que´ vas a usar?
Vanesa: Se me hace ma´s fa´cil en Cabri.
A diferencia de Perla, Vanesa no aborda el problema haciendo un bosquejo en el pizarro´n,
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sino que emprende directamente la solucio´n en Cabri. En la siguiente figura se puede
observar que la alumna usa el software para hacer un bosquejo gra´fico del enunciado del
problema.
Desde el comienzo del proceso de solucio´n se pudo observar que la alumna entendio´ el
problema. Utilizo´ la estrategia de dejar la traza del punto S; arrastra al punto R y
construye la siguiente gra´fica:
El entrevistador le pide a la alumna que describa lo que esta´ haciendo:
Entrevistador: Ya lograste hacer el dibujo; ahora bien ¿que´ vas a hacer para contestar la
pregunta?
Vanesa: Pues primero tratar de que el punto R me deje la marca por donde va pasando
cuando yo mueva Q, si? Mover antes que nada a R, lo muevo alrededor de la circunfe-
rencia, entonces pues vemos co´mo se forma la elipse.
Despue´s de que Vanesa logra identificar, visualmente, que el lugar geome´trico es una
elipse, el entrevistador le pide que justifique su idea:
Entrevistador:¿Co´mo vas a ver si esa curva es una elipse o no?
Vanesa: Ver que la suma de las distancias de este segmento que ser´ıa RP ma´s la distancia
que hay entre RP al momento que yo voy a Q, posteriormente R tambie´n se esta´ movien-
do, pero esa suma tiene que ser constante, si es elipse, y pues tenemos que ver eso, si?
Entrevistador: A ver...
Vanesa: Al momento que yo muevo a Q tenemos que observar la suma de los segmentos
(sen˜ala a CR y RP ) y pues nosotros estamos observando que este dato es constante.
Entrevistador: ¿En que´ lo esta´s observando?
Vanesa: Al momento que yo muevo Q,
Entrevistador: S´ıguelo moviendo.
Vanesa: El dato de RP ma´s RC cuando yo muevo Q si es constante, pues se va a man-
tener si se sigue moviendo
Entrevistador: Y ¿s´ı se mantiene? o ¿no?
Vanesa: S´ı se esta´ manteniendo, mientras el punto R se mueve sobre la circunferencia se
va viendo que la suma de los puntos es constante y pues si tiene que ser una elipse.
Entrevistador Bien, ahora otra pregunta, ¿tu´ podr´ıas hacer una demostracio´n que esto es
una elipse?
Vanesa: Pues...
Entrevistador: A ver, ¿si puedes hacer una demostracio´n?
Vanesa: S´ı, pero pienso que si podr´ıa hacer la demostracio´n pero, pues... ahorita ra´pido
no me imagino co´mo tendra´ que hacerse, co´mo empezarla.
La gra´fica sobre la que estuvo razonando Vanesa es:
En el episodio se observa que Vanesa (al igual que Perla) aplico´ la definicio´n de elipse y
manejo´ los recursos del software para justificar su conjetura. En la parte final, se advierte
que Vanesa no cree que el trabajo hecho sobre Cabri sea una demostracio´n y que durante la
entrevista no pudo hacer la prueba en el pizarro´n. Hay que recordar que Perla aseguro´ que
el trabajo realizado en Cabri era una demostracio´n.
En otra parte de la entrevista, Vanesa explora el lugar geome´trico cuando el punto P se
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localiza sobre la circunferencia y en el exterior de e´sta. Para el primer caso, realiza, en
principio, un dibujo sobre el pizarro´n. Se muestra una fotograf´ıa de su trabajo:
En la figura anterior se observa que la alumna construye una circunferencia con centro en
C . Ubica dos puntos P y Q sobre la circunferencia. Trazo´ un segmento PQ, la mediatriz
a este segmento y la recta que pasa por C y Q. Encontro´ el punto de interseccio´n R
entre la recta mediatriz y la recta que pasa por el centro de la circunferencia. Repitio´ tal
proceso para varias posiciones espec´ıficas del punto Q. Vanesa llego´ a conjeturar que el
lugar geome´trico del punto S es una para´bola.
Como se puede ver en la Figura 10, la construccio´n que Vanesa realizo´ en el pizarro´n
tiene muchos trazos auxiliares. No uso´ regla o compa´s para hacer la construccio´n; so´lo
un marcador. Fue evidente la falta de precisio´n en los trazos y el desconocimiento que
tiene la alumna del teorema, que dice que la mediatriz de una cuerda pasa por el centro
de la circunferencia. Estos tres factores (la cantidad de trazos, la falta de precisio´n y
el desconocimiento de un resultado), propiciaron que Vanesa llegara a conjeturar que el
lugar geome´trico estudiado, en este caso, es una para´bola. Posteriormente, decidio´ darle
seguimiento a su conjetura con el uso de Cabri.
Vanesa: Tenemos la circunferencia y nuestro punto C, nuestro punto Q debe estar sobre
la circunferencia, y luego en la construccio´n de la para´bola yo pienso que P debe de estar
sobre la circunferencia
Entrevistador: ¿Y luego?
Vanesa: Para encontrar al punto R tengo que calcular la mediatriz entre P y Q. Oh!
Entrevistador: Dijiste oh! oh!, ¿Porque´? ¿Te sorprendio´?
Vanesa: Porque la interseccio´n de la mediatriz con la recta que une a P y a Q quedo´ sobre
el centro
Entrevistador: Y ¿tu´ estabas esperando eso, o no?
Vanesa: No lo esperaba.
Se tiene una nueva evidencia para afirmar que los estudiantes manejan la tecnolog´ıa,
como herramienta de validacio´n de sus ideas matema´ticas. Vanesa se sorprende porque la
conjetura que hace en el pizarro´n difiere de los resultados de la construccio´n en Cabri. El
uso del software le posibilito´ a ver que la mediatriz del segmento PR pasa por el centro.
En ese momento, Vanesa encontro´ un error y lo supero´ con ayuda del software.
Desde esta perspectiva, se puede asegurar que la exactitud en los trazos, en ambiente
Cabri, paso´ a ser parte del conjunto de recursos a disposicio´n de la resolucio´n de problemas.
Otro factor importante, en el proceso de resolucio´n de problemas con Cabri, es que las
construcciones auxiliares se pueden ocultar, mientras que en una construccio´n con la´piz
y papel no es posible.
En la parte final, se le pide a Vanesa que imagine que´ lugar geome´trico se genera cuando
el punto P esta´ fuera de la circunferencia. El entrevistador le pidio´ que realizara algunos
trazos sobre el pizarro´n. La alumna ubica un punto P en el exterior de la circunferencia,
un punto Q sobre e´sta, y el centro C . Encontro´ el punto R, resultado de la interseccio´n
entre la mediatriz del segmento PQ y la recta QC. Repitio´ estos trazos con diferentes
ubicaciones del punto Q sobre la circunferencia. A continuacio´n se muestra el dibujo:
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Se presenta el dia´logo que se produjo mientras Vanesa intenta visualizar el lugar geome´tri-
co:
Entrevistador: Bueno OK, si P se encuentra fuera de la circunferencia, logras imaginarte
que´ lugar geome´trico dejar´ıa
Vanesa: No,
Entrevistador: ¿No logras imagina´rtelo? A ver si los trazos que haces te pueden ayudar.
Vanesa: Vamos a ver. P cualquier punto fuera de la circunferencia, aqu´ı. Voy a construir
los mismos trazos, que ser´ıa el segmento PQ, si nosotros sacamos la mediatriz de P y
Q, y pues R tambie´n ser´ıa una interseccio´n de PQ con la recta que une a C y a Q,
y por ejemplo al seguir moviendo Q, si tenemos a Q en esta posicio´n, el punto R va a
quedar aqu´ı. Esto ya nos hace imaginar que´ lugar geome´trico podr´ıa dejar el punto R si
P esta´ fuera de la circunferencia, la mediatriz de P y Q pasa por aqu´ı y pues ahora R
ser´ıa esta. La verdad no me podr´ıa imaginar que´ lugar geome´trico dejar´ıa R.
La estudiante afirma que no logra imaginarse el lugar geome´trico que se produce en este
caso. Para contestar la pregunta, usa Cabri y conjetura que se trata de una hipe´rbola; en
este proceso juega un papel muy importante la visualizacio´n. A continuacio´n se presenta
el episodio que se dio en esta parte de la entrevista:
Vanesa: No esperaba esto
Entrevistador: ¿No esperabas eso?
Vanesa: No,
Entrevistador: ¿Que´ aparenta ese lugar geome´trico?
Vanesa: Una hipe´rbola.
El proceso de construccio´n y seguimiento de la conjetura es similar al que empleo´ Perla en
este mismo caso: usar la definicio´n de hipe´rbola, identificar los focos, hacer las mediciones
y ca´lculos. Por su parte, Vanesa ubico´ un punto S sobre el lugar geome´trico y calculo´ las
distancias PS y SC . Ma´s adelante, calculo´ PS menos SC . Arrastro´ el punto Q sobre la
circunferencia para observar si la diferencia PS − SC es una constante. A dicha accio´n
de control se le denomina la prueba del arrastre.
El uso de la prueba del arrastre jugo´ un papel importante en el proceso de argumentacio´n.
4.3. Entrevista a Socorro
La seccio´n corresponde al proceso de solucio´n que llevo´ a cabo Socorro. Fue elegida por
su desempen˜o en las tres primeras actividades, del presente estudio, donde respaldo´ sus
argumentos matema´ticos con el uso del la´piz y del papel.
Socorro utilizo´ el pizarro´n desde el comienzo del proceso de solucio´n. Puso en pra´ctica
la estrategia heur´ıstica de hacer los trazos que involucra el enunciado del problema para
posiciones espec´ıficas del punto R. En la figura 15a. se puede observar, que la alumna
resalta los puntos de interseccio´n del segmento PR con la recta que pasa por OR. En la
figura 15b se ve que Socorro unio´ estos puntos con una curva.
En la figura 15b Socorro hizo varios trazos, los cuales le dificultaron estudiar las propiedades
que hay entre los elementos que la componen. Por esta razo´n, la alumna decidio´ dibujar
una figura ma´s simple, prescindiendo de los trazos auxiliares.
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La alumna conjetura que el lugar geome´trico que describe el punto S, cuando R se mueve
alrededor de la circunferencia, es una elipse con focos O y P .
El siguiente episodio corresponde a la justificacio´n que hizo Socorro de su conjetura:
Socorro: Entonces, quiero probar que la longitud entre el segmento PS, ma´s la longitud
del segmento OS, siempre va a ser constante; es decir, vamos a tratar de probar que P
y O son los focos de esa elipse. Entonces, una manera de probarlo podr´ıa ser si nosotros
consideramos que el tria´ngulo PRS esta´ formado por los tria´ngulos PH a la interseccio´n
de la mediatriz con el segmento PR (tria´ngulo PHS) y tambie´n el tria´ngulo RHS.
Entrevistador: OK, si, y ¿Que´ ma´s?
Socorro: Ahora, lo que nosotros podr´ıamos saber o determinar respecto a ese tria´ngulo, si
lo u´nico que sabemos es que esos dos tria´ngulos tienen dos lados que miden lo mismo, o
sea, aparte de ser recta´ngulos.
Entrevistador: ¿Por que´ son recta´ngulos?
Socorro: Porque el segmento, digo, la l´ınea que va de H a S es la mediatriz del segmento
PR, entonces.
Entrevistador: Adelante
Socorro: PH es igual a HR; ahora si consideramos tambie´n el otro lado que tienen en
comu´n es SH y los dos son tria´ngulo recta´ngulo, entonces los dos tienen un lado con
la misma longitud, entonces si los dos tienen dos lados con la misma longitud, esos dos
tria´ngulos son congruentes.
Entrevistador: ¿Cua´les tria´ngulos son congruentes?
Socorro: El tria´ngulo PHS, congruente con el tria´ngulo RHS.
Entrevistador: ¿Por que´ son congruentes?
Socorro: Porque tienen dos de sus lados iguales. Pero... si nosotros queremos determinar si
efectivamente que el tercer lado que es el PS y el PR son de la misma longitud, podr´ıamos
establecer la proporcio´n de sus lados; es decir, PH esta´ RH, como HS esta´ HS, como
PS esta´ RS, si, pero nosotros sabemos que esto es 1, entonces de ah´ı se comprende que
PS es igual a RS
Entrevistador: ¿Y esto, para que´ te sirve? ¿Esta conclusio´n para que´ te sirve en el problema
planteado?
Socorro: Si nosotros consideramos que PS este lado es igual a este otro, entonces nosotros
tenemos que la longitud que a nosotros nos interesa es OS ma´s SP , queremos que esa sea
constante, ¿si? Entonces si consideramos que PS es igual a SR, entonces OS ma´s SR
eso ¿cua´nto es? Es la longitud del radio de la circunferencia original que es OR y eso es
una constante.
Entrevistador: Y con eso ¿que´ pruebas?
Socorro: Con eso se demuestra que efectivamente OP son los focos de una curva y que
esta curva es una elipse.
En esta parte del proceso de solucio´n, Socorro dio evidencias de que manejo´ las definiciones
de elipse, de mediatriz y los criterios de congruencia de tria´ngulos. Adema´s, mostro´ su
capacidad para hacer demostraciones de matema´ticas. Posteriormente, Socorro logro´ con-
jeturar y demostrar que la circunferencia se genera cuando el punto P coincide con O. A
continuacio´n el dia´logo:
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Entrevistador: ¿Que´ pasa si P lo acercases hacia el centro? Antes de que lo hagas en
Cabri ¿que´ dir´ıa tu intuicio´n?
Socorro: Que la elipse va a disminuir
Entrevistador: ¿Que´ quiere decir eso?
Socorro: Que lo que es el lado mayor del eje mayor de la elipse va a irse disminuyendo y
disminuyendo, y esa curva ser´ıa un poco ma´s cerrada
Entrevistador: Que´ quiere decir ma´s cerrada?
Socorro: Que quiza´s aparentar´ıa circunferencia
En esta parte, la alumna construyo´ sobre el pizarro´n un dibujo donde el punto P coincide
con el punto O. Realizo´ los trazos que le indica el enunciado del problema y argumenta
que el lugar geome´trico ser´ıa una circunferencia de radio, igual a la mitad de OS = SR:
En otro momento de la entrevista, se le pidio´ a Socorro que imagine que´ lugar geome´trico
genera el punto S cuando P esta´ en el exterior de la circunferencia. Al igual que Vanesa
y Perla, Socorro no logra visualizar el lugar geome´trico que se genera en este caso. Para
encontrar la respuesta, decidio´ usar Cabri.
Despue´s de hacer la construccio´n y arrastrar los puntos R y P , Socorro conjeturo´ que el
lugar geome´trico es una hipe´rbola. Uso´ una estrategia similar a la que empleo´ en el caso
de la elipse, para demostrar la validez de la conjetura.
A pesar de la capacidad que tiene Socorro para resolver problemas, construir conjeturas y
demostrarlas, en el caso del punto P en el exterior de la circunferencia, no logro´ visualizar
el lugar geome´trico. El uso del software le ayudo´ a visualizar el resultado y a construir una
conjetura. Desde esta perspectiva, se afirma que el uso de la tecnolog´ıa en la resolucio´n
de problemas de variacio´n, en contexto geome´trico, amplifica el dominio de recursos y
estrategias a disposicio´n del resolutor.
5. Comentarios finales
El empleo que un alumno le dio a la tecnolog´ıa, dependio´ de las cuatro dimensiones
propuestas por Schoenfeld (1985) en la resolucio´n de problemas: dominio de recursos, de
las estrategias heur´ısticas y metacognitivas y, al sistema de creencias que tenga sobre las
matema´ticas.
Las estudiantes entrevistadas pudieron resolver problemas con la ayuda de Cabri. En
esta experiencia la manipulacio´n del software les permitio´ desarrollar diferentes niveles de
argumentacio´n que incluyen:
Nivel 1. El reconocimiento visual. Las estudiantes usan el pizarro´n o el entorno Cabri para
hacer trazos que les permitan visualizar un lugar geome´trico. La construccio´n de trazas o
de lugares geome´tricos juega un papel central en el proceso de visualizacio´n. A partir de
estas acciones, las estudiantes estuvieron en posibilidad de construir una conjetura.
Nivel 2. La prueba del arrastre. Las alumnas arrastraron los objetos primitivos de la cons-
truccio´n para verificar si la propiedad visualizada en el nivel 1 es verdadera o no. Esta
prueba tambie´n puede ser aplicada para acotar el dominio geome´trico, donde se cumple
una propiedad. Las estudiantes utilizaron las definiciones de las co´nicas y las herramientas
del software como la medicio´n y el arrastre para darle seguimiento a una conjetura.
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Nivel 3. La prueba con la´piz y papel. Despue´s de inducir y darle seguimiento a una
conjetura, Socorro hizo demostraciones con la´piz y papel.
En las entrevistas cl´ınicas, se encontraron evidencias para concluir que las estudiantes uti-
lizaron Cabri con fines diferentes y bajo creencias diversas. Por ejemplo, Vanesa la uso´ para
hacer los trazos y construir conjeturas (herramienta de exploracio´n), Perla afirmo´ que
la argumentacio´n realizada en Cabri constituye una demostracio´n (herramienta de vali-
dacio´n) este perfil de uso es peligroso para la formacio´n matema´tica de los estudiantes,
mientras que Socorro usa el software para comparar los resultados de la demostracio´n,
hecha con la´piz y papel y la visualizacio´n de la propiedad en la computadora (herramienta
de comparacio´n).
Arcavi & Hadas (2000) proponen que los software de geometr´ıa dina´mica constituyen
laboratorios virtuales en los cuales los alumnos pueden visualizar, experimentar, sorpren-
derse, retroalimentarse y ver la necesidad de construir demostraciones. Si bien es cierto,
que los resultados de la investigacio´n que se reporta en el presente documento, los alumnos
desarrollan dichas habilidades, tambie´n se encontraron casos de alumnos que usaron Cabri
en la solucio´n de problemas como herramienta de validacio´n. Dicho perfil del manejo de
la tecnolog´ıa, puede conducir a la generacio´n de creencias erro´neas.
Con base al ana´lisis de las entrevistas cl´ınicas, se pudieron apreciar varios procesos cog-
nitivos, ligados con la resolucio´n del problema:
La exploracio´n de la figura desconocida y su comportamiento, cuando se arrastran
los objetos libres.
El ana´lisis de las propiedades geome´tricas de las co´nicas, que siguen siendo inva-
riantes bajo el arrastre, y en particular la distincio´n entre las propiedades de los
objetos matema´ticos y la apariencia visual.
La verificacio´n de las supuestas propiedades geome´tricas de una co´nica, usando las
herramientas proporcionadas por el software. Por ejemplo, si un lugar geome´trico
da la apariencia visual de ser una elipse, las estudiantes usaron diferentes recursos
y estrategias para argumentar la validez de sus ideas. Un camino comu´n fue el de
identificar los focos; medir las distancias desde un punto sobre el lugar geome´trico,
a cada uno de los focos, y sumar tales distancias. El arrastre se uso´ para verificar
que la suma de las distancias es una constante.
Bibliograf´ıa
[1] ARCAVI, A.; HADAS, N., (2002). Computer mediated learning: an example of an
approach. International Journal of Computers for Mathematical Learning 5: 25-45,
2000. Kluwer Academic Publishers. Printed in the Netherlands.
[2] GOLDIN, A., (2000). A Scientific Perspective on Structured, Task-Based Interviews
in Mathematics Education Research. En A. Kelly & R. Lesh (Eds.). Handbook of
research Design in Mathematics Education. (pp. 517- 545).
87
Memorias XVI encuentro de geometr´ıa y IV de aritme´tica
[3] MORENO (2002b)., Ideas matema´ticas del curr´ıculum presentadas mediante el Cabri
Ge´ome`tre. En Ministerio de Educacio´n Nacional (Ed.) Seminario Nacional de For-
macio´n de Docentes: Uso de las Nuevas Tecnolog´ıas en el Aula de Matema´ticas. p.p.
141-150. Santa Fe de Bogota´.
[4] SANTOS, M., (2003). Hacia una instruccio´n que promueva los procesos de pensamien-
to matema´tico. En Filloy, E. (Ed.). Matema´tica Educativa. Aspectos de la Investi-
gacio´n Actual. pp.314-332. Me´xico: Fondo de Cultura Econo´mica.
[5] SCHOENFELD, A., (1985). Mathematical Problem Solving. New York: Academic
Press.
88
